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Resumen En este trabajo se construye un modelo de generaciones solapadas en
tiempo continuo, crecimiento endogeno y con incertidumbre sobre el horizonte tem-
poral de los individuos. El motor del crecimiento economico es el capital humano,
que podra acumularse a traves de la educacion formal y por el aprendizaje por la
practica. En este entorno, se obtienen cuales son los determinantes del periodo de
educacion superior as como de la tasa de crecimiento economico a largo plazo, y se
estudia como les afecta, en el caso espa~nol, la variacion de la edad de escolarizacion
obligatoria o los incentivos a la mejora del rendimiento en la educacion superior.
Palabras clave Crecimiento Economico, Capital Humano.
Clasicacion JEL : D90, O41.
1. Introduccion
La importancia del papel que el capital humano agregado desempe~na en el proceso
productivo es una cuestion que desde una perspectiva teorica ha sido tratada ex-
haustivamente, destacando las aportaciones efectuadas por Nelson y Phelps (1996),
Welch (1970), Lucas (1988), entre muchos otros.
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El analisis tradicional del proceso de acumulacion del capital humano se ha
circunscrito a la formacion recibida a lo largo del perodo de escolarizacion. En
concreto, se han preocupado de cuestiones tales como la inuencia del gasto publico
en educacion sobre el capital humano y, en consecuencia, sobre el crecimiento
economico, como por ejemplo en Eckstein y Zilcha (1994), Kaganovich y Zilcha
(1999), Blankeanu y Simpson (2004).
Otra de las cuestiones relacionadas que ha sido muy estudiada, ha sido el he-
cho de que los individuos sigan estudiando mas alla de la edad que les posibilita
incorporarse al mercado de trabajo, incrementando la duracion de la etapa de es-
colarizacion. En este sentido, el vnculo existente entre la duracion del perodo de
escolarizacion promedio y el ritmo al que se acumula el capital humano agrega-
do de la economa estudiado por De la Croix y Licandro (1999) y Lopez Daz y
Ridruejo (2003), quienes concluyen una cierta ambiguedad en la relacion. Dicha
ambiguedad obedece a que la prolongacion por parte de los agentes de su perodo
de formacion incrementa el capital humano individual que poseen cuando se incor-
poran al mercado de trabajo, pero al mismo tiempo reduce el numero de cohortes
trabajadoras (que pasan a ser estudiantes como consecuencia del retraso de la in-
corporacion al mercado laboral), que son las unicas poseedoras de capital humano
a efectos productivos.
En la mayor parte de los trabajos que han estudiado desde un punto de vista
teorico la relevancia del capital humano en el crecimiento economico, han iden-
ticado la cualicacion de los trabajadores con la formacion recibida a lo largo
del perodo de escolarizacion. Sin embargo, y tal y como se~nalan Serrano y Pastor
(2002), el capital humano de un individuo es resultado no solo del nivel de conoci-
mientos adquirido durante la etapa de educacion formal sino tambien del proceso
de aprendizaje en el puesto de trabajo. A este respecto, se observa que no existen
estudios de tipo teorico que analicen las relaciones entre la educacion formal, el
aprendizaje por la practica y el capital humano de los individuos, y como afectan
estas al ritmo de crecimiento economico. Por este motivo, se ja este como el prin-
cipal objetivo del presente trabajo. Para ello se desarrolla un modelo teorico de
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generaciones solapadas cuya principal aportacion respecto a los ya mencionados,
consiste en la incorporacion explcita del efecto que el aprendizaje por la practica
ejerce sobre el capital humano individual, y por tanto, ritmo de crecimiento de la
economa.
El artculo se organiza de la siguiente forma. En la segunda seccion se in-
troducen las ecuaciones de comportamiento del modelo y se obtiene la tasa de
crecimiento del capital humano agregado. En la tercera seccion se presentan los
resultados de la simulacion del modelo para la economa espa~nola . Finalmente,
en la cuarta y ultima seccion se exponen las principales conclusiones.
2. Planteamiento del modelo
2.1. Estructura demograca
Este modelo considera una poblacion en la que, en cada instante de tiempo, nace
un conjunto de individuos, los cuales formaran una nueva cohorte. En cada mo-
mento, por tanto, en la sociedad van a convivir de manera simultanea distintas
generaciones, las cuales se diferenciaran entre s por estar en un momento distinto
del ciclo biologico de sus vidas. Debido a este ciclo, se producen defunciones y, por
tanto, el tama~no de las cohortes se ira reduciendo conforme a una probabilidad de
muerte en cada instante de tiempo , que siguiendo a Blanchard (1985), vamos a
denir como exogena1 y que sera la inversa de la esperanza de vida2.
Como en Buiter (1988) el tama~no de las nuevas cohortes viene determina-
do por el numero de personas vivas en ese momento en la economa, T (z), y el
numero de hijos que tiene cada una de ellas, . De este modo, el tama~no que
en el instante actual de tiempo z tendra la cohorte nacida en el momento x,
sera T (x) exp (z x). Como la poblacion existente en el momento x, T (x), pue-
de expresarse como T (0) expx( ), y dado que se supone, T (0) = 1, se puede
1 Hay modelos que endogenizan el horizonte temporal de los individuos como Grossman
(1972), Ehrlich y Chuma (1990) o Asa y Pueyo (2004). Aqu, por simplicidad, se considera
una probabilidad de muerte constante y exogena al modelo al igual que Blanchard (1985).
2 Blanchard (1985) demuestra que la esperanza de vida en cada instante, E(z), es igual
a la inversa de la probabilidad de muerte, porque: E(z) =
R1
0
z  e z dz = 1

.
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concluir que el tama~no en el instante actual z de la cohorte nacida en el momento
x, sera igual a  exp z exp x, siendo z  x.
De este modo, el volumen de la poblacion total en cada instante actual z, T (z),
sera la suma de los individuos vivos que posea cada una de las cohortes existentes
en ese instante:
T (z) =
Z z
 1
T (x) e (z x) dx =
Z z
 1
 e z ex dx = ez( ) (1)
En denitiva, el tama~no de la poblacion T (z) no va a ser constante3, sino que
va a venir determinada por el diferencial entre los ritmos a los que las personas
nacen, , y fallecen, . Para considerar una evolucion realista del tama~no de la
poblacion, suponemos que el numero promedio de hijos que tienen los individuos
es positivo de manera estricta  > 0 y que, ademas, es superior a la probabilidad
de muerte,  > .
Cada uno de los agentes que integran las distintas cohortes vive tres etapas
diferenciadas en su vida: la infancia, la madurez y la jubilacion. La primera, abarca
el intervalo entre su nacimiento y la edad de b a~nos, momento en el cual el ni~no
concluye sus estudios de educacion basica u obligatoria. La fase adulta sera el
periodo comprendido entre el instante b y el momento de la jubilacion, j. Y la
vejez, tercera y ultima etapa, comenzara en el momento j con su jubilacion, y
concluira con su fallecimiento4.
De este modo, el volumen de la poblacion que vive en el momento de tiempo ac-
tual z, se distribuira entre la poblacion infantil B(z) , la poblacion potencialmente
activa A(z) y la poblacion retirada o jubilada R(z).
B(z) =
Z z
z b
 ex z dx = ez( )[1  e b ] (2)
3 Los modelos como Blanchard (1985), Lopez Daz y Ridruejo (2003), Lopez Daz y
Garca Prieto (2005) son modelos sin crecimiento poblacional, ya que consideran cohortes
que inicialmente tienen un tama~no constante, el cual decrece con el paso del tiempo a
una misma tasa, que sera la probabilidad de muerte instantanea.
4 Al igual que Blanchard (1985), el momento del deceso del individuo es incierto.
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A(z) =
Z z b
z j
 ex z dx = ez( )[e b   e j ] (3)
R(z) =
Z z j
 1
 ex z dx = ez( )e j (4)
Considerando que la edad de incorporacion al mercado laboral sera b + s5, la
cifra de trabajadores sera la siguiente:
W (z) =
Z z $
z j
 ex z dx = ez( ) [e $   e j ] (5)
2.2. Sector Productivo
Las empresas emplean como factores el capital fsico K(t) y el capital humano
agregado H(t), en una funcion de produccion agregada que se supone presenta
rendimientos constantes a escala:
Y (z) = K(z)H(z)1 
Existe competencia perfecta en los mercados de factores, por lo que el tipo de
interes condiciona la productividad marginal del capital y por tanto, el salario !
abonado por unidad de trabajo eciente.
Se considera que la economa, que opera en un entorno de perfecta movilidad
internacional del capital, es peque~na, y acepta el tipo de interes que le viene dado
desde el exterior r, y que se considera constante a lo largo del tiempo.
Como consecuencia de todo lo anterior, se puede demostrar que las variaciones
en el ritmo de acumulacion de la produccion se generaran unicamente por la mo-
dicacion en la tasa de crecimiento del capital humano agregado H(z). Es decir,
el capital humano sera el unico inductor de crecimiento economico:
Y = H =  (6)
5 Como todos los individuos son homogeneos, tomaran las mismas decisiones, todos se
incorporaran al mercado laboral a la misma edad b+ s.
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2.3. Comportamiento del Consumidor
noindent Los agentes individuales tienen un periodo de vida nito que esta di-
vidido en las tres etapas ya comentadas con anterioridad: infancia, etapa adulta y
jubilacion.
2.3.1. Planteamiento del problema de decision del individuo-ni~no Al principio
de sus vidas los individuos no pueden trabajar, y su unica actividad consiste en
adquirir los conocimientos mnimos o basicos necesarios para desenvolverse durante
el resto de su vida. Este conjunto de conocimientos mnimos seran aprendidos en la
que denominaremos como educacion basica u obligatoria. Al nalizar esta etapa,
cuando el individuo tiene b a~nos, habra adquirido un nivel de capital humano que
sera una fraccion del capital humano per capita existente en ese momento en la
economa6. La formacion que tiene un individuo nacido en el momento x cuando
tiene b a~nos sera h(x; x+ b):
h(x; x+ b) = 
H(x+ b)
T (x+ b)
(7)
Donde H(x+ b) sera el capital humano agregado de la economa en el instante
x+ b, T (x+ b) es la poblacion total en ese mismo instante, y  mide el grado en el
que la educacion basica es capaz de transmitir a sus alumnos los conocimientos de
una persona que posee la cualicacion media de la sociedad. , en otras palabras,
puede considerarse como una medida de ecacia del sistema educativo obligatorio.
En denitiva, el menor no tiene que tomar ninguna decision. Su consumo le va
a venir nanciado por sus ascendientes, que asumiran, de forma altruista, un gasto
de g por el mantenimiento de sus hijos y la educacion basica es obligatoria.
2.3.2. Planteamiento del problema de decision del individuo-adulto Una vez aca-
bada la fase de educacion obligatoria, comienza la edad adulta, que abarca la etapa
de vida de los individuos que transcurre entre los b y los j a~nos.
6 En la linea de Bovenberg y van Ewijk (1997) o Lopez Daz y Ridruejo (2003), pero
con la diferencia de que la dotacion de capital humano, no se obtiene al comienzo de sus
vidas sino que se adquiere al nalizar la educacion obligatoria.
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Un individuo adulto debe decidir cual es el consumo c(x; z) y el tiempo dedicado
a la educacion superior ts(x; z) que va a maximizar su funcion de utilidad bajo las
restricciones que presenta.
Por todo ello, la funcion de utilidad intertemporal esperada que depende po-
sitivamente del consumo en cada periodo y de la satisfaccion que le reporta tener
hijos y criarlos a lo largo de esta etapa adulta, sera la siguiente:
U(z) =
Z x+j
x+b
e[ (+)(z t)][ ln c(x; z) + ln ]dz (8)
La tasa de descuento efectivo vendra dada por la suma de la tasa de preferencia
temporal subjetiva  y de la probabilidad de muerte7 .
Por otra parte, los individuos no dejan herencias ni positivas ni negativas y,
al igual que en Blanchard (1985), se considera que todos los individuos contratan
un seguro de vida. Por este ttulo, los agentes reciben periodicamente una pago
que sera directamente proporcional a su riqueza nanciera m(x; z). A cambio,
en el momento del fallecimiento del sujeto las empresas aseguradoras dispondran
de su capital. Estas compa~nas acceden libremente al mercado, guiandose por la
condicion de benecio cero, lo cual implica que van a poder proporcionar a los
individuos una tasa  sobre su riqueza.
En este sentido, la riqueza nanciera m(x; z) se premia a traves de dos vias:
la primera va, mediante el tipo de interes (r) y la segunda, mediante el pago
adelantado de las compa~nas de seguros(). As, la ley de acumulacion de la riqueza
nanciera de cada individuo se corresponde con:
_m(x; z) = (r + )m(x; z) + y(x; z)  c(x; z)  g (9)
siendo y(x; z) la renta que percibe en el momento z un individuo nacido en el
momento x y g, el gasto relativo al mantenimiento de los hijos.
En la etapa adulta, el sujeto recibira una renta laboral en funcion del salario
neto de impuestos, de sus horas de trabajo, y de su cualicacion. Por lo tanto,
7 Cuanto mayor es esta, menor es la esperanza que los individuos tienen de vivir, y por
tanto, valoraran mucho mas el consumo actual que el que pueda producirse en el futuro.
112 Patricia Gomez Costilla, Julio Lopez Daz
en este periodo de sus vidas la renta de los agentes vendra dada por la siguiente
expresion:
y(x; z) = !(1     ts(x; z))h(x; z) si x+ b < z < x+ j (10)
Como se considera que cada individuo tiene  hijos al comienzo de su edad adulta,
que se identica con el periodo fertil de las personas, y que por cada uno de los hijos
que posee cada sujeto le dedican una fraccion de su tiempo  , la dedicacion por
cada unidad de tiempo al cuidado de los hijos durante su etapa activa sera .
En este periodo los sujetos van a tener que decidir como distribuir el tiempo que
les queda libre despues de atender a sus descendientes, entre estudiar una educacion
superior reglada ts(x; z), y desempe~nar una actividad remunerada 1  ts(x; z).
A la hora de considerar esta eleccion, hay que destacar que los individuos
trabajan para obtener una renta laboral con la que poder consumir y que esa
renta sera mayor cuanto mayor sea su cualicacion.
Los sujetos pueden adquirir nuevos conocimientos a traves de dos vas: la edu-
cacion formal y lo que Arrow (1962) denomino, aprendizaje por la practica. En
la primera, los individuos consiguen incrementar su formacion a un ritmo s me-
diante la ense~nanza ordinaria regulada, mientras que en la segunda, el individuo
adquiere capital humano a un ritmo w mientras desempe~na su trabajo.
A pesar de que la educacion formal tiene un coste de oportunidad que no tiene
el aprendizaje por la practica (el salario que deja de percibir), el motivo por el que
los individuos inician una educacion superior reglada es porque los rendimientos
que obtienen con este tipo de educacion son mayores que los generados a traves del
aprendizaje por la practica. En consecuencia, el ritmo al que un individuo acumula
capital humano mediante la formacion reglada s es superior al que incorpora a
traves del aprendizaje por la practica w.
Por tanto, en cada instante de tiempo la tasa de crecimiento del capital humano
de cada individuo h, entre los b y los j a~nos de su vida, vendra dada por la suma
de la formacion que adquiere a traves de la educacion formal y del aprendizaje por
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la practica:
h =
_h(x; z)
h(x; z)
= sts(x; z) + w(1     ts(x; z)) (11)
Debe observarse que el ritmo de crecimiento del capital humano individual de-
pende no solo del tiempo dedicado a la formacion, bien sea la educacion ocial o
por la practica, sino que tambien depende de la capacidad o facilidades de aprendi-
zaje del individuo para la educacion superior, s, y de la facilidad para cualicarse
a traves de la experiencia w
2.3.3. Planteamiento del problema de decision del individuo-jubilado Cuando el
sujeto llega a la edad de los j a~nos, comienza su ultima etapa vital, la jubilacion.
Durante la misma, el individuo no realiza actividad remunerada y vive de los
rendimientos de su riqueza nanciera procedente del seguro de vida anteriormente
comentado, y de la pension que le paga el estado. Por simplicidad tecnica se supone
que la pension es exogena e igual para todos los sujetos.
En este periodo la toma de decisiones por parte del consumidor se simplica con
respecto a la etapa anterior. Esto es debido a que el individuo no tiene restricciones
temporales, ya que no tiene que decidir como distribuir su tiempo entre los hijos,
el trabajo y la educacion formal. Ello se explica porque debido a su edad, ya no
tendra hijos a los que deba educar y criar, ni tampoco podra ejercer ningun tipo
de actividad remunerada.
A lo largo de esta etapa, los jubilados tampoco van a incrementar su capital
humano, porque al no poder recibir la compensacion economica que supondra ese
aumento de la cualicacion, ya no tienen incentivos a formarse.
Ademas, su funcion de utilidad ya no va a depender del numero de descendien-
tes, porque se considera que estos ya son independientes y buscaran maximizar su
propia utilidad. Por este motivo, en el problema de decision del consumidor en esta
etapa, el individuo intentara obtener la maxima utilidad de la siguiente funcion:
U(z) =
Z 1
x+j
e (+)(z x j) ln c(x; z) dz (12)
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Donde todos los parametros son conocidos, y lo unico que variara sera el horizonte
temporal, que ira desde los j a~nos hasta el n de sus das.
Esta funcion de utilidad vendra limitada por una restriccion que conside-
rara que la variacion de la riqueza nanciera del individuo jubilado dependera po-
sitivamente de los rendimientos que le reporte su seguro de vida, (r + )m(x; z),
de la pension que recibe del Estado, p y negativamente del consumo que realice
durante esta epoca, c(x; z). Tal y como se puede observar en la siguiente expresion:
_m(x; z) = (r + )m(x; z) + p  c(x; z) (13)
2.3.4. Resolucion del problema de optimizacion del consumidor En este con-
texto, y teniendo en cuenta las peculiaridades del problema de optimizacion del
consumidor, habra que dividir su resolucion en dos fases. Primero, resolvemos la
etapa del individuo-jubilado y con este resultado, que sera la condicion nal de la
etapa del adulto, podremos estudiar las elecciones del sujeto en esta fase.
Fase inicial: periodo de jubilacion.
Teniendo todo lo anterior en cuenta, las decisiones del individuo cuando esta ju-
bilado (z  x+ j), vendran determinadas por el problema siguiente:
Max
R1
x+j
e (+)(z x j) ln c(x; z) dz
s:a : _m(x; z) = (r + )m(x; z) + p  c(x; z)
(14)
Se asume la coincidencia de las tasas de descuento subjetiva y objetiva (r = )
por simplicidad tecnica, lo cual implica que los niveles de consumo son constantes
a lo largo del tiempo.
A partir de 14, el hamiltoniano que resume el comportamiento maximizador
de los individuos sera el siguiente:
H = e (+r)(z x j) ln c(x; z) +  (x; z)[(r + )m(x; z) + p  c(x; z)];
Capital Humano y Crecimiento Economico 115
donde c(x; z) sera la variable de control, y  (x; z) es la variable de coestado asocia-
da a la variable de estado m(x; z). Para obtener la solucion optima del problema
utilizamos el principio del maximo de Pontryagin, segun el cual las condiciones de
primer orden son:
@H
@c
=
e (+r)(x z j)
c(x; z)
   (x; z) = 0 (15)
@H
@m
=  (x; z)(+ r) =   _ (x; z) (16)
lm
z!1 (x; z)m(x; z) = 0 (17)
Como consecuencia de que r = , despejando de la ecuacion 15 la expresion de
 (x; z) y sustituyendo en la siguiente, se obtiene:
_c(x; z)
c(x; z)
= 0 (18)
Si despejamos el consumo de la ecuacion diferencial del capital nanciero e inte-
gramos, el resultado que se extrae es que el valor del consumo realizado durante
su etapa de jubilacion, se iguala al volumen total de recursos esperados durante
esta fase de su vida:Z 1
x+j
c(x; z)e (+r)(z x j) dz = d(x; x+ j) +m(x; x+ j) (19)
donde d(x; x+j) representa el valor esperado de las pensiones futuras del individuo,
valoradas al momento de la jubilacion:
d(x; x+ j) =
Z 1
x+j
pe (+r)(z x j) dz (20)
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Teniendo en cuenta la constancia del consumo, se obtiene que este es un por-
centaje de los recursos que el individuo espera obtener durante la jubilacion:
c(x; z) = (+ r)[d(x; x+ j) +m(x; x+ j)] (21)
Con lo que la utilidad que obtiene el individuo durante su vida de jubilado es:
U [m(x; x+ j)] =
Z 1
x+j
e (+r)(z x j) ln c(x; z) dz
= ln[(+r)(d(x;x+j)+m(x;x+j))](+r)
(22)
Fase nal: etapa adulto-trabajador.
Teniendo en cuenta este resultado, el problema de control optimo que resume
el comportamiento maximizador de los individuos antes de jubilarse y despues de
cursar la formacion obligatoria (x + b < z < x + j) puede formularse como la
maximizacion de la siguiente funcion objetivo:Z x+j
x+b
e (+)(z x b)[ln c(x; z) + ln ]dz + U [m(x; x+ j)] (23)
En denitiva, este funcional objetivo recoge que el individuo busca maximizar
la utilidad durante su periodo como trabajador, pero lo hace teniendo en cuenta
la utilidad que quiere obtener durante su jubilacion, por lo que el problema de
optimizacion para cualquier individuo que se encuentre en la etapa de madurez,
sera:
Max
R x+j
x+b
e (+)(z x b)[ln c(x; z) + ln ]dz + U [m(x; x+ j)]
sujeto a :
_h(x; z) = [sts(x; z) + w(1     ts(x; z))]h(x; z)
_m(x; z) = (r + )m(x; z)  c(x; z)  g +
+ [!(1     ts(x; z))]h(x; z)
0  ts(x; z)  1  
(24)
dadas m(x; x) y h(x; x).
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El Lagrangiano asociado a esta maximizacion, que es equivalente al Hamil-
toniano correspondiente, incorpora ademas de las variables de control, estado y
coestado planteadas para el perodo de jubilacion, dos variables adicionales: el
tiempo dedicado a la formacion superior, ts(x; z), que actua como una variable de
control, y h(x; z) como nueva variable de estado, la cual tiene asociada a ella una
nueva variable de coestado que es (x; z).
Ademas, la resolucion de los problemas de control optimo Bang-Bang requieren
la introduccion de dos multiplicadores de Lagrange 1 y 2.
L = e (+)(x t) [ln c(x; z) + ln ]
+(x; z)[(sts(x; z) + w(1     ts(x; z)))h(x; z)]
+ (x; z)[(r + )m(x; z) + !(1     ts(x; z))h(x; z)
 c(x; z)  g(z)] + 1(x; z)ts(x; z)
+2(x; z)(1     ts(x; z))
(25)
Las condiciones de primer orden son las que siguen:
@L
@c
=
e (+)(x z b)
c(x; z)
   (x; z) = 0 (26)
@L
@ts
=   (x; z)!h(x; z)
+1(x; z)  2(x; z) = 0
1(x; z)ts(x; z) = 0 ; 1  0
2(x; z)(1     ts(x; z)) = 0 ; 2  0
(27)
@L
@h =   _ (x; z)!(1     ts(x; z))
+ (x; z)[s ts(x; z) + w (1     ts(x; z))] =   _(x; z)
(28)
@L
@m =  (x; z)(+ ) =   _ (x; z) (29)
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 (x; x+ j) =
@U [m(x; x+ j)e (j b)(+r)]
@m(x; x+ j)
=
e (j b)(+r)
(+ r)[d(x; x+ j) +m(x; x+ j)]
(30)
(x; x+ j) = 0 (31)
Resolviendo la ecuacion diferencial y utilizando la condicion nal, extraemos el
valor de la variable de coestado asociada al capital nanciero:
 (x; z) =
1
e(+r)(z x b)(r + )[d(x; x+ j) +m(x; x+ j)]
(32)
Operando en la ecuacion inicial de primer orden y teniendo en cuenta la ecuacion
30, calculamos el valor de la tasa de crecimiento del consumo:
_c(x; z)
c(x; z)
= 0 (33)
Entonces, se puede deducir:
 (x; z)! < (x; z)(s   w)! ts = 1   (34)
 (x; z)! > (x; z)(s   w)! ts = 0 (35)
 (x; z)! = (x; z)(s   w)! no depende de ts (36)
donde (x; z)(s w) denota el valor marginal de producir una unidad adicional
de capital humano mediante la formacion reglada, y donde  (x; z)! representa
el valor marginal de emplear este capital humano en la produccion de capital
fsico. En este sentido, podemos deducir que en el momento x + j sucede que
 (x; z)! > (x; z)(s   w) , con lo que en ese instante ts = 0. Si, ademas,
x + b + s es el momento a partir del cual el individuo trabaja, por lo que es el
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mayor instante para el que  (x; z)!  (x; z)(s   w), podemos concluir que:
z 2 (x+ b+ s; x+ j] ! ts = 0 (37)
z 2 (x+ b; x+ s] ! ts = 1   (38)
Por lo que si tenemos en cuenta esto, se puede armar que cuando z 2 (x +
b+ s; x+ j] la ecuacion (28) sera la siguiente:
 (x; z)!(1  ) + (x; z)w(1  ) = _(x; z) (39)
Sustituyendo  (x; z) por su valor, y operando:
_(x; z) =
!(1  )
e[ (+r)(z x b)]
  w(1  )(x; z) (40)
Resolvemos la ecuacion diferencial y obtenemos:
(x; z) =
h
!(1 )
(r+)[d(x;x+j)+m(x;x+j)]
i
h
1
e[ (+r)(z x b)](+r w(1 ))  
e w(1 )(z x j)
e(+r)(j b)(+r w(1 ))
i (41)
Si integramos en la ecuacion anterior y operamos, extraemos:
 (x; z) =
![e (+r)(z x)   e (+r)(j b)]
(+ r)2[d(x; x+ j) +m(x; x+ j)]
(42)
Teniendo en cuenta que en el instante x+b+s el valor marginal de generar una
unidad mas de capital humano,  (x; z)!, se iguala al valor marginal de utilizar
ese capital humano en la produccion de capital fsico, (x; z)(s w), al sustituir
 (x; z) y (x; z) por su expresion, y operar, obtendremos:
(r +   w(1  ))
(s   w)(1  ) = [1 
e (+r)s+w(1 )(j b s)
[e (+r)(j b)]
] (43)
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Realizando las operaciones pertinentes, podemos despejar el valor de la etapa de
educacion superior no obligatoria, que es:
s = (j   b) +
ln

s  r+(1 )
(s w)

(r +   w(1  )) ; (44)
donde s w > 0 y s(1 ) > r+ . De la expresion anterior se desprende
que cuando se incorporan al mercado laboral, todos los individuos tienen la misma
edad b+ s, la cual depende de factores demogracos, nancieros y sociales.
De las dos condiciones que acompa~nan a s, la primera s w > 0, ya ha sido
comentada con anterioridad, y es necesaria para que los individuos consideren la
opcion de estudiar un nivel superior. La segunda condicion, s(1  ) > r+ ,
en cambio, es una hipotesis que se establece para que ln

s  r+(1 )
(s w)

este denido
y, por tanto, s exista.
Por otra parte, s nunca sera igual o mayor que j b, porque puede demostrarse
que el cociente entre ln

s  r+(1 )
(s w)

y (r +    w(1   )) es siempre menor
que 0.
La primera conclusion que se puede obtener mediante la derivada parcial es
que cuanto mayor sea el periodo de actividad laboral de los individuos j   b,
mayor sera el tiempo dedicado al estudio de una formacion superior. Ello se explica
porque cuanto mayor sea su etapa activa, bien por una reduccion de la edad de
escolarizacion obligatoria b o bien por un incremento de la edad de jubilacion j,
mayor sera el periodo en el que los agentes pueden recuperar la inversion de su
tiempo en cualicarse a traves de la educacion formal.
@s
@(j   b) = 1 > 0 (45)
Tambien se demuestra que cuanto mayores sean las capacidades o facilidades de
aprendizaje de los sujetos para la educacion superior, mayor sera el periodo que
los individuos dedicaran a continuar sus estudios avanzados, porque cuanto mayor
sea esta capacidad s, mayor sera el rendimiento que van a obtener los agentes
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por dedicar su tiempo a formarse.
@s
@s
=   1
(s   w)(r +   s(1  )) > 0 (46)
Como en este modelo no es posible que un individuo acumule simultaneamente
capital humano mediante formacion reglada, y capital nanciero, si el tipo de
interes r al que se remunera el capital nanciero se reduce, menor sera el coste de
oportunidad que supone la prolongacion de la etapa de estudiante. Al reducirse
este coste, aumentaran los incentivos para el alargamiento temporal de esta etapa,
es decir, para el aumento de s.
@s
@r
=
(r +   w(1  ))  (r +   s(1  )) ln

s  r+(1 )
s w

(r +   w(1  ))2(r +   s(1  )) (47)
Por otra parte, y aunque se intuye una relacion negativa entre la probabilidad de
muerte y el periodo de educacion superior, no puede probarse matematicamente
para cualquier valor que tomen los parametros. Lo mismo que ocurre con el tiempo
dedicado al cuidado de los hijos o la capacidad de aprendizaje por la practica.
2.4. Capital Humano Agregado
2.4.1. Capital Humano Individual Los agentes, tal y como hemos denido an-
teriormente, acumulan capital humano a un ritmo diferente en funcion de cual sea
su etapa vital. Como ya se ha demostrado que los individuos no van a simultanear
trabajo y estudio, sino que una vez superada la etapa de escolarizacion obligatoria
van a estudiar una formacion superior reglada durante un periodo de s a~nos y
todos se van a incorporar al mercado laboral a la edad de b+ s a~nos.
En consecuencia, la evolucion del capital humano individual tendra cuatro
ritmos distintos de crecimiento a lo largo de su vida y que se corresponderan con
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las cuatro etapas de su vida:
h(x; z) =
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
0 si 0 < z < x+ b;
 H(x;x+b)T (x;x+b) e
s(z (x+b)) si x+ b  z < x+ b+ s;
 H(x;x+b)T (x;x+b) e
ss ew(1 )(z (x+b+s)) si x+ b+ s  z < x+ j
 H(x;x+b)T (x;x+b) e
ss ew(1 )(j b s) si z  x+ j:
(48)
Es decir, el capital humano de un individuo sera 0 si no ha alcanzado la edad
de b a~nos. Cuando el agente tiene exactamente b a~nos, su capital humano se situa
en la fraccion  del capital humano per capita de ese momento x+ b. Durante el
periodo en el que el sujeto cursa la formacion superior reglada, entre los b y los
b + s a~nos, va incrementando los conocimientos obtenidos en la educacion basica
a un ritmo s, que dependera de las capacidades o facilidades de que disponga
el individuo para recibir dicha formacion. Cuando el sujeto esta en el mercado
laboral, entre la edad de b + s y los j a~nos, su cualicacion crece a una tasa
w(1  ). Es decir, en esta etapa los agentes incorporaran conocimientos mas
rapidamente cuanto mayor sea la facilidad que tenga el individuo para incorporar
conocimientos a traves de la experiencia y cuanto mas tiempo dedique al trabajo.
Finalmente, cuando el individuo se jubila su capital humano se estanca.
2.4.2. Tasa de crecimiento del capital humano agregado As, para obtener el
capital humano productivo de la economa en el instante z, habra que sumar
el capital humano individual de todos los trabajadores, tal y como muestra la
siguiente expresion.
H(z) =
Z z (s+b)
z j
 e zh(x; z) ex dx (49)
Si sustituimos el capital humano individual h(x; z) por la expresion anteriormen-
te obtenida, tenemos que el capital humano agregado H(z) depende del capital
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humano agregado en un momento anterior H(x+ b):
H(z) =
Z z (s+b)
z j
e z
H(x+ b)
T (x+ b)
essew(1 )(z x b s)ex dx (50)
Si sustituimos H(x + b) y T (x + b) por su expresion actualizada, el capital
humano agregado de la economa puede expresarse como:
H(z) =
Z z (s+b)
z j
 e z ess 
H(z)
T (z)
e(w(1 ))(z x b s)ex
e(+ )(z x b)
dx (51)
Operando llegamos a una expresion implcita de la tasa de crecimiento del capital
humano agregado de la economa:
 = w(1  )  +   e[ b+s(s  )][1  e(b+s j)(+ w(1 ))] (52)
A partir de este resultado, cualquier cambio en las variables del modelo genera
un doble efecto sobre el capital humano agregado de la economa: uno directo,
consecuencia de la propia dependencia del capital humano agregado de la variable
que se trate y, otro indirecto, derivado de la modicacion que experimente el tiempo
dedicado a la formacion superior s.
La inuencia de las variables demogracas y sociales en la tasa de crecimiento
del capital humano agregado, como podemos ver en sus derivadas, es incierta para
unos valores generales de los parametros, pero no as en sus intervalos habituales
de frecuencia, como se aprecia en la seccion posterior.
3. Simulacion para la economa espa~nola.
En este apartado, se va a hacer un analisis simulado del modelo anterior en estado
estacionario para el caso de la economa espa~nola.
Como escenario de referencia, tomaremos como valor de los parametros del
modelo las cifras medias habituales en Espa~na. Por tanto, se establecera como
edad de jubilacion j, los 65 a~nos, y como edad b del n de la educacion basica u
obligatoria, los 16 a~nos. A la probabilidad de muerte  se le asigna un valor de
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0,012258, mientras que a la tasa de natalidad  se le otorga un valor de 0,014669
y a la fraccion de tiempo que se le dedica al cuidado de los hijos  el valor de
15; 910.
La tasa de crecimiento de la economa, as como el tipo de interes, oscilan
considerablemente a lo largo del tiempo, de ah, que se deba promediar las mismas.
De manera aproximada, el promedio del tipo de interes y de la tasa de crecimiento
para la economa espa~nola se ajusta al 3% y el 2% respectivamente.
Por otra parte, el valor de s se ha obtenido como la media ponderada de los
a~nos que se tarda en obtener cada uno de los ttulos11 de caracter superior por los
pesos que representan esos titulados respecto al total de los ocupados. Los datos se
han extrado de las cifras de ocupados por nivel de estudios alcanzado publicadas
por el INE en el Censo de 2001. De este modo, se estima que los espa~noles dedican
una media de 2,7 a~nos para la formacion superior.
Teniendo esto en cuenta, y dando a ! un valor de 0,02, obtenemos que para
el periodo de estudio de educacion superior promedio de 2,7 a~nos, los individuos
tienen un s de 0,06926.
3.1. Periodo de Educacion Superior
Partiendo de estos datos, y considerando ligeras modicaciones en las variables,
podemos obtener las relaciones entre las mismas y el periodo que los individuos
van a dedicar a la formacion reglada de caracter superior.
8 El inverso de la esperanza de vida que en terminos promedio para 2009 se establece
en 81,6 a~nos.
9 Al no considerarse la posibilidad de emigracion, se obtiene mediante la suma entre
la probabilidad de muerte y el saldo vegetativo, que para 2009,, se establece en 2,406
personas por cada 1.000 habitantes.
10 La Encuesta de Empleo del tiempo 2009-2010 del INE se situa en 23% de la jornada
laboral para los individuos con empleo si consideramos que los individuos distribuyen
unicamente su tiempo entre estudios, trabajo remunerado y familia.
11 Se supone que los individuos tardan de media 2 a~nos en obtener el titulo de Bachi-
llerato Superior, 1,5 para el ttulo de FP de Grado Medio, 3,5 para el de FP de Grado
Superior, 5 para las Diplomaturas, 7 para las Licenciaturas y 10 para la obtencion del
doctorado.
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En la Figura 1, y centrandonos en las variables referentes al sector educativo,
se puede observar que el periodo de educacion superior depende positivamente de
las posibilidades de aprendizaje para la educacion superior. Cuanto mayor es s,
mayor es la rentabilidad del tiempo dedicado al estudio incentivando as una pro-
longacion del periodo de escolarizacion y una incorporacion mas tarda al mercado
laboral.
El tiempo dedicado a la formacion superior sera tanto menor cuanto menor
sea la edad de jubilacion -un menor j- y cuanto mayor sea la duracion de la
formacion obligatoria -un mayor b- ya que los individuos disponen de un menor
horizonte laboral en el que recoger los frutos de un perodo de educacion superior
mas prolongado.
Ademas, cuanto mayor sea la tasa de aprendizaje por la practica w, los indivi-
duos tienen menos incentivos para cursar una educacion superior, porque si deciden
ampliar su periodo de estudio, aumentan sus conocimientos, pero seguiran sin per-
cibir un salario. Por contra, si estuvieran trabajando, s recibiran un salario ! y
ademas, incorporaran capital humano a su bagaje, aunque a un ritmo inferior.
Por lo que si las diferencias en la tasa de crecimiento del capital humano indivi-
dual mediante la educacion formal y el aprendizaje por la practica se redujeran,
la motivacion para cursar una educacion superior disminuira.
3.2. Tasa de Crecimiento del Capital Humano Agregado
Para poder estudiar la evolucion de la tasa de crecimiento del capital humano
agregado y, por tanto, de la economa, hay que asignar un valor para el grado de
asimilacion de los individuos mas jovenes de los conocimientos existentes duran-
te el periodo de educacion obligatoria. El valor estimado para  con la tasa de
crecimiento economico anteriormente considerada del 2%, es de 2,43078.
Con estos parametros, se observa que si se incrementan las posibilidades de
aprendizaje para la educacion superior s, es decir, si se proporciona a los indivi-
duos facilidades y los medios necesarios para poder aprovechar mas esta formacion,
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se conseguira que el capital humano agregado aumente a un ritmo mayor como
consecuencia de la ampliacion del periodo de educacion superior y de la mayor
productividad del estudio.
Del mismo modo, si aumenta el ritmo al que un individuo puede incorporar
nuevos conocimientos mediante el aprendizaje por la practica (w), aumentara li-
geramente la tasa de crecimiento del capital humano agregado. Esta debil inuen-
cia se debe a que un incremento de la tasa de aprendizaje por la practica genera
dos efectos sobre el ritmo de crecimiento que se contrarrestan. Uno positivo, por-
que cuanto mayor sea w, los agentes adquieren conocimientos mas rapidamente
mediante el desempe~no de su actividad laboral, incrementando as el ritmo de acu-
mulacion de conocimientos en la economa. Y otro de caracter negativo, porque
un incremento de esta tasa va a suponer que la realizacion de estudios superiores
sea menos rentable en terminos relativos, reduciendo el periodo de escolarizacion
superior de los sujetos y disminuyendo, por tanto, la tasa de crecimiento del capital
humano de la economa.
Ademas, se constata una relacion negativa entre la edad de escolarizacion
obligatoria(b) y la tasa de crecimiento del capital humano agregado de la eco-
noma. Esto es debido a que en la educacion basica se dan los fundamentos para
su desarrollo, y cuanto mas tiempo se necesite en incorporarlos, menos espacio de
tiempo tendran para mejorar su cualicacion mediante la especializacion, bien por
medio de la practica o bien por medio de la formacion reglada, con el consiguiente
efecto negativo sobre la tasa de crecimiento.
Por contra, se extrae una relacion positiva entre la longitud del periodo de
educacion superior(s) y la tasa de crecimiento del capital humano agregado, porque
cuanto mayor sea este periodo, mayor sera el capital humano individual del que
partiran los individuos al incorporarse al mercado laboral, y por tanto, el nivel de
formacion en terminos absolutos sera cada vez mayor, lo que aumentara el ritmo
de crecimiento del capital humano agregado.
El caso de la edad de jubilacion(j) tiene una fundamentacion similar. Cuanto
mayor sea esta, mayor sera el periodo en que los individuos estaran activos. Por
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tanto, acumularan capital humano durante mas tiempo, y el nivel que obtendran
al nal de sus vidas laborales sera mayor, incrementando por tanto el nivel de
cualicacion de la totalidad de la economa e incrementando la tasa de crecimiento.
4. Conclusiones
Este trabajo estudia desde un punto de vista teorico los vnculos entre el capital
humano y el crecimiento economico. Para ello se construye un modelo de gene-
raciones solapadas en tiempo continuo en el que los individuos pueden adquirir
formacion, no solo a traves de la educacion reglada, sino tambien a traves del
aprendizaje por la practica.
A partir del mismo, se obtiene que las variables mas relevantes que inuyen
sobre la duracion del periodo de escolarizacion de grado superior de un individuo
seran las capacidades o posibilidades de aprendizaje mediante la formacion supe-
rior y mediante el aprendizaje por la practica, as como los a~nos que una persona
es considerada como activa. En concreto, se concluye que existe una inuencia
positiva del periodo de vida activa de los sujetos, porque cuanto mayor es, mayor
sera el horizonte temporal para que los individuos reciban la compensacion de su
inversion en formacion. En lo que respecta a las capacidades de aprendizaje, la
inuencia es positiva en el caso de la educacion superior, y negativa para la cua-
licacion por la practica se reere. De hecho, la diferencia entre ellas reejara el
rendimiento en terminos relativos de una u otra opcion.
Para nalizar, tambien se obtienen conclusiones sobre la tasa de crecimiento
de la economa, que sera mayor en tanto en cuanto mayores sean las posibilidades
de aprendizaje mediante la formacion superior reglada o mediante la practica y
mayor sea la edad de jubilacion. Por el contrario, inuye negativamente la edad
de escolarizacion obligatoria.
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Figura 1: Relacion de s con el resto de variables.
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 con el resto de variables.
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